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Аннотация. Предложена математическая модель для расчета скоростного поля 
водотоков и распространения загрязняющих ингредиентов после сброса их в оп-
ределенном участке реки. Приводятся расчеты для конкретных объектов.  
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Введение  
Гидрологические обоснования проектных решений, оценка состояния 

водных объектов, расчет штрафных показателей за сбросы, прогноз характе-
ристик на какой-то отрезок времени проводятся, как правило, по стандартным 
(гостированным) методикам, которые включают большое количество кон-
стант (параметров), не являющихся характерными для конкретного объекта.  

Для изучения мезомасштабных процессов в водотоках и водоемах сеть 
гидрологических наблюдений либо слишком редка, либо вообще отсутству-
ет для интересуемых водных объектов. Кроме того, необходимо отметить, 
что даже если наблюдения и имеются, то они относятся только к опреде-
ленным пространственным точкам, а, следовательно, не могут в достаточ-
ной степени отражать все особенности изучаемого объекта, например поле 
скорости при обтекании препятствий (острова, искусственные сооружения).  

Теоретическая постановка проблемы  
Одним из перспективных методов изучения водных объектов является 

математическое моделирование, которое позволяет объяснять с теоретиче-
ской точки зрения количественные и качественные закономерности, ре-
шать диагностические и прогностические задачи.  

В данной работе расчеты поля скоростей и распространения бытовых и 
ливневых сбросов проведены по авторской модели, которая является бо-
лее универсальной для описания мезомасштабных процессов в водоемах 
[1, 2]. Гидрологические характеристики находятся на основе решения 
уравнений теории мелкой воды [1, 2, 3] с параметризацией влияния силы 
трения о дно и учетом турбулентного обмена по горизонтали: 
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Здесь t  – время; vu,  – компоненты вектора скорости движения воды 
вдоль осей правой декартовой прямоугольной системы координат yx, ; 

22 vuv +=
r

; g  – ускорение свободного падения; h  – глубина водоема; 
ϕωsin2=l  – параметр Кориолиса; ω  – угловая скорость суточного вра-

щения Земли; ϕ  – широта; yx kk , – коэффициенты турбулентного обмена 

соответственно вдоль осей координат и  yx ; ( )yx,δ  – функция, описы-
вающая рельеф дна; r – коэффициент придонного трения.  

Система дифференциальных уравнений в частных производных (1) 
решена при начальных условиях: 

u(x,y,0) = u0(x,y), v(x,y,0) = v0(x,y), h(x,y,0) = h0(x,y).  

Контур области интегрирования состоит из твердой части и открытых 
границ. На твердой части контура задается условие прилипания, на откры-
тых границах – значения искомых функций или их производных в зависи-
мости от направления скорости течения.  

С помощью уравнения неразрывности система уравнений (1) преобра-
зуется к следующему виду: 
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(2)

где hH = ; HvV    , == HuU .  
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Интегрирование системы уравнений (2) проведено в декартовой сис-
теме координат с применением метода фиктивных областей, позволяюще-
го учитывать произвольный рельеф дна водоемов. Численный алгоритм 
решения задачи построен на основе метода расщепления по физическим 
процессам и геометрическим переменным [4].  

Решение задачи на каждом временном шаге осуществляется в два этапа.  
На первом этапе решается следующая система уравнений: 
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На этом этапе для каждой искомой функции рассматривается эволю-
ционное уравнение: 

0=+
∂
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t

, где ∑
=

=
2

1m
mLL .  

Для дискретизации по времени используется схема Кранка–Николсона 
и двуциклический метод многокомпонентного расщепления [4], который 
состоит в разложении сеточного оператора 0≥hL  на более простые опера-
торы 0≥h

mL . Операторы 0≥h
mL  аппроксимируем со вторым порядком 

точности по координатам.  
Введем неравномерную сетку с основными узловыми точками xixi Δ=  

)1,,1,0( += Ii K ; yjy j Δ=  )1,,1,0( += Jj K ; tntn Δ=  ),1,0( K=n  и ша-
гами сетки xΔ , yΔ , tΔ . Будем также использовать вспомогательные точ-
ки 2/1+ix , 2/1+jy , расположенные в серединах основных интервалов. Обо-
значим  

),,(,, nji
n

kji tyxψψ = ; 2/)( ,,,,1,,2/1 kjikjikji uuu += ++ ; 

2/)( ,,,1,,2/1, kjikjikji vvv += ++ .  
Приведем разностные аналоги операторов: 
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Тогда алгоритм расщепления имеет вид: 
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Для повышения точности расчетов здесь использована двуциклическая 
перестановка этапов расщепления. Для численной реализации конечно-
разностных уравнений используется немонотонная прогонка [5].  

На втором этапе система уравнений имеет следующий вид: 
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 Систему уравнений (3) аппроксимируем неявной разностной схемой 
первого порядка точности по времени: 
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Подставляя компоненты скорости U  и V из первых двух уравнений в 
последнее, получаем уравнение для h, которое решаем методом матричной 
факторизации [6]. После решения уравнения для h рассчитываются U и V.  

Построенные конечно-разностные схемы абсолютно устойчивы, имеют 
первый порядок аппроксимации по времени и второй – по координатам.  
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Для решения экологических задач, связанных с охраной рек от загряз-
нения, используется полуэмпирическое уравнение переноса и турбулент-
ной диффузии примеси.  

Для моделирования распространения субстанций C  в водоеме рас-
смотрим уравнение переноса и диффузии пассивной примеси [3].  
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Из-за отсутствия детальной информации из наблюдений в качестве на-
чальных условий принимается С, равное фоновому распределению. На 
границах поставлены условия второго рода. При этом потоки примеси че-
рез твердые границы водоема предполагались отсутствующими.  

С использованием уравнения неразрывности уравнение (7) преобразо-
вано к следующему виду: 
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где s  = CH, f = Fs .  
Для дискретизации по времени использована схема Кранка–Николсона 

и двуциклический метод многокомпонентного расщепления ([4].  

Объекты исследования 
Для демонстрации возможностей модели приводятся фрагменты от-

дельных расчетов для некоторых водных объектов: р. Селенги в районе 
сброса целлюлозно-картонного комбината, р. Туул (Монголия, г. Улан-
Батор), р. Залари (Иркутская область).  

Результаты моделирования  
Эксперимент 1. На рис. 1 приводится расчет скоростного поля р. Се-

ленги на участке сброса Селенгинского целлюлозно-картонного комбина-
та. Расчеты велись для сетки размером 100 × 70 точек с шагом 25 м. Для 
получения необходимой точности расчеты проводились с шагом по вре-
мени, удовлетворяющим критерию Куранта–Фридрихса–Леви относи-
тельно скорости движения.  

Эксперимент 2. На рис. 2 и 3 приведены скоростные поля потока для 
двух участков р. Туул в районе г. Улан-Батора. На этих участках русло 
реки делится островами. Поле скорости использовалось для расчета за-
грязнения реки. На рис. 4, 5 приведены изолинии концентраций загряз-
няющих веществ в процентах от их значений на втоке. Из рис. 4, 5 видно, 
что примесь распространяется по течению реки и наибольшие концентра-
ции загрязняющих веществ отмечаются у берегов и вокруг островов.  
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Рис. 1. Схема поверхностных течений участка р. Селенги 
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Рис. 2. Схема поверхностных течений 1-го участка р. Туул 

 
Рис. 3. Схема поверхностных течений 2-го участка р. Туул 

  

  
 

 Рис. 4. Поле загрязнения воды 1-го участка р. Туул 

Эксперимент 3. Модель может быть применена и для решения различ-
ных экологических задач, требующих знания детальных гидрологических 
характеристик. Так, по предложенной математической модели выполнены 
конкретные расчеты для отдельных участков р. Залари в районе пос. Ново-
нукутский Иркутской области. Необходимость в расчетах возникла в связи 
с намечаемым строительством в указанном районе нового гипсокартонного 
завода и потенциальным загрязнением реки его сбросами.  

Для измерения глубин (сентябрь 2007 г.) использована гидрометриче-
ская штанга длиной 1,5 м. Промерные точки назначались через 1 м. Поло-
жение точек определялось по натянутому размеченному тросу.  
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Рис. 5. Поле загрязнения воды 2-го участка р. Туул 

Численные эксперименты проведены на расчетной сетке 102 х 102 то-
чек с разрешающим шагом по горизонтали 4,7 м. Граничные условия на 
втоке для расчета скоростей потока были заданы на основе данных натур-
ных измерений в створах. Схема потоков по модельным расчетам пред-
ставлена на рис. 6, 7. На основе найденных по модели скоростей потока 
были рассчитаны поля распространения концентраций ингредиентов при 
ливневых (рис. 6) и хозяйственно-бытовых стоках (рис. 7). Необходимо 
отметить, что в модели для общности расчетов сброс загрязняющих ве-
ществ (ливневых и хозяйственно-бытовых) принимался равным 1, изоли-
нии проведены в процентах от планируемого сброса. Изолиния 1 соответ-
ствует 1 % от сброса. Далее изолинии проведены с шагом 5 %. Поэтому 
для конкретного вида стока и конкретной примеси легко рассчитать ее 
концентрацию на соответствующей изолинии.  

 

0 2 м00 100

С

 
Рис. 6. Схема течений и распределение примеси в районе сброса 
 ливневых стоков 
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Рис. 7. Схема течений и распределение примеси в районе сброса 

 хозяйственно-бытовых стоков 
 
Проведенные исследования позволили нам сделать следующие выводы: 
– извилистость русла на участке расположения выпусков незначитель-

ная – 1,03; 
– в верхнем бьефе дамбы происходит аккумуляция наносов с умень-

шением глубины потока и увеличением скоростей течения;  
 – скорость размыва берега в створе выпуска хозбытовых стоков со-

ставляет 1,7 м/год; 
– в результате размыва русла ниже дамбы и моста уклон потока равен 

7,6 м/км, что соответствует горной, а не равнинной реке.  

Выводы  
Предложенная модель может быть использована для расчета скорост-

ного поля естественных водоемов и водотоков произвольной конфигура-
ции, а также для изучения распространения загрязняющих веществ, попа-
дающих в результате их сброса промышленными, бытовыми объектами 
или за счет ската ливневых потоков. Такая информация необходима мест-
ным властям и населению для решения вопросов забора питьевой воды, 
воды хозяйственного назначениия, организации рыборазведения и отлова. 
Расчетную информацию можно использовать и для решения ряда при-
кладных задач, возникающих, например, с позиций безопасного судоход-
ства на реках в условиях разветвленного русла, небольших глубин и зна-
чительных колебаний уровня, а также в плане строительства и эксплуата-
ции береговых сооружений.  
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