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Аннотация. На основе математического моделирования исследуется конвективный 
теплообмен электропроводной жидкости с учетом внутренних источников тепла и 
джоулевой диссипации в шаровой полости при подводе тепла снизу, моделирующей 
жидкое ядро Земли. Изучены структура течения, поле температуры, магнитное по-
ле, а также распределение локальных чисел Нуссельта. 
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Введение 
Вопросы о тепловом состоянии Земли, распределении источников те-

пла в ее глубинах, геомагнитном поле Земли и его вариациях имеют фунда-
ментальное значение для любых гипотез о строении и эволюции Земли [1]. 
Что касается ядра Земли, то распределение температуры в нем еще недоста-
точно изучено. Интерес к ядру Земли возрос в связи с проблемой происхож-
дения земного магнитного поля, которое оказывает существенное влияние 
на многие процессы глобального характера, происходящие в Земле. Счита-
ется, что магнитное поле Земли создается при магнитогидродинамических 
течениях в земном ядре [1; 2; 5]. Современные теории геомагнетизма исходят 
из предположения, что магнитное поле Земли создается и поддерживается за 
счет динамо-механизма [5]. Математическое исследование гидромагнитного 
динамо в общем виде еще нуждается в продолжении [1; 2; 5], так как реше-
ние уравнений магнитной гидродинамики связано с трудностями. Часто 
теория гидромагнитного динамо исследуется с применением кинематиче-
ских моделей, в которых поле скорости жидкости задается, а рассчитывает-
ся только тепловое и магнитное поле. 

В настоящей работе рассматриваются полные уравнения магнитной 
гидродинамики – это уравнения энергии, с учетом внутренних источников 
тепла, равномерно распределенных в жидкости [2], и джоулевой диссипа-
ции; движения, с учетом магнитных, инерционных, вязких и подъемных 
сил; магнитной индукции; неразрывности для скорости и магнитной индук-
ции. Используется приближение Буссинеска. Ускорение свободного паде-
ния направлено к центру сферической полости. Рассматривается стационар-
ный режим. 
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Описание модели  
Математическая постановка задачи в переменных вихрь – функция 

тока – температура для стационарного режима в безразмерной форме в сфе-
рической системе координат с учетом симметрии по долготе имеет вид [3]: 

 

2

2 2

2 2 2 2 2 2

1
tg

sin

1 2 1 tg

Re sin

c
r r r r r

c

r r r r r r

é ù¶y ¶w ¶y ¶w w ¶y ¶y
- - + w q =ê ú

ê úq ¶q ¶ ¶ ¶q ¶q ¶ë û

é ù¶ w ¶w ¶ w q ¶w w
ê ú= + + + - -
ê ú¶ ¶ ¶q ¶q që û

 

2

2 2

1
2

Re Re
r r r

r
m

B B B BB B BGr S
B

r r r r r r r r
q q q q

é ¶ ¶ ¶¶ ¶¶J
ê- + + + + -
ê¶q ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ë     

 (1) 

22

2

2

2 2 2

21 1

1
;

r r r r

r r

B B B B B BB B B B

r r r r r r r r r

B BB B

r r

q q q q q q

q q

¶ ¶ ¶ ¶¶ ¶ ¶
- - + + + -

¶ ¶q ¶ ¶q ¶ ¶q ¶ ¶q ¶q

ù¶¶ ¶
ú- -
ú¶q ¶q ¶q û

 

  
2 2

2 2 2 2

1 tg
sin

c
r

r r r

¶ y ¶ y q ¶y
+ - = - w q

¶ ¶q ¶q
;    (2) 

 
2 2

2 2 2 2

2

2

1 1 2 1

sin

tg 1 1
0 ;r

v

r r r Pe r r r r

B Bc J
Q B

r Pe r r r
q

q

ææ ö¶y ¶J ¶y ¶J ¶ J ¶J ¶ Jçç ÷- - + + +ç ÷ çq ¶q ¶ ¶ ¶q ¶ ¶ ¶qè ø è

æ öö ¶ ¶q ¶J
ç ÷÷+ + - + - =÷ ç ÷¶q ¶ ¶qø è ø

  (3) 

 
2 2

2 2

2 2

2 2 2 2

2 2 2

1 1
0

sin

1 2 1 tg

Re

2 tg2 2
;

r
r

r r r r

m

r

B B B
B

r r r r r

B B B Bc

r r r r r

B c BB

r r r

q q

q q

é ù¶ ¶¶ Y ¶Y ¶ Y ¶Y
ê= + + + +ú
ê úq ¶q ¶q ¶q ¶ ¶q ¶q ¶ ûë

é¶ ¶ ¶ ¶q
ê+ + + + -
ê¶ ¶ ¶q ¶që

ùq ¶
- - - ú

ú¶q û

  (4) 



С. В. СОЛОВЬЕВ 

Известия Иркутского государственного университета  
2015. Т. 12. Серия «Науки о Земле». С. 94–114 

96 

2 2

2 2

2 2

2 2 2 2

2

2 2 2

1
0

sin

1 1 2 1 tg

Re

2
.

sin

r
r

m

r

B BB
B

r r r r r r r

B B B B Bc

r r r r r r r

B B

r r

q q

q q q q q

q

é ¶¶ Y ¶Y ¶ Y ¶Y
ê= - - - + -
êq ¶ ¶ ¶ ¶ ¶q ¶që

éù¶ ¶ ¶ ¶ ¶¶Y q
ê- + + + + -ú
êú¶q ¶ ¶ ¶ ¶q ¶qû ë

ù¶
ú- +
úq ¶q û

   (5) 

При записи системы дифференциальных уравнений использованы 
следующие обозначения: ( ) ( )2 1T T qrJ = - l , 0/ , ,B B¢= Y wB  – безразмерные 

температура, магнитная индукция, функция тока и напряженность вихря; 

0 0 0, ,u Br  – характерные масштабы; B¢– размерная магнитная индукция; 
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водящийся к внутренней поверхности полости; 2/r r r¢=  – безразмерный 

текущий радиус; r¢ – размерный текущий радиус; 1 2,  r r – размерный радиус 

внутренней и внешней сферы; q  – полярный угол; mD  – коэффициент маг-
нитной вязкости (диффузии); s  – электрическая проводимость жидкости; 
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мерные числа Рейнольдса, Пекле, Грасгофа, магнитное число Рейнольдса, 
параметр магнитного взаимодействия. Остальные обозначения общеприня-
тые. Постоянная величина J, входящая в уравнение энергии (3), определяет 
величину джоулевой диссипации и в зависимости от типа граничных усло-
вий для температуры принимает различные значения.  

В данной работе при проведении вычислительного эксперимента для 
температуры задавались следующие граничные условия: на внутренней по-
верхности полости 1Г ( 1r = ) граничное условие второго рода (тепловой по-
ток по закону Фурье) [2], а на внешней поверхности 2Г  ( 2r R= ) – граничное 
условие первого рода (постоянное значение температуры): 
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Граничные условия для температуры на оси симметрии имели вид: 
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Граничные условия для функции тока, напряженности вихря и маг-
нитной индукции имели следующий вид: 
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Граничные условия для вихря на границах полости предполагают ли-

нейное изменение его по нормали [1]. 
Локальные числа Нуссельта на поверхности внутренней и наружной 

сферы рассчитывались по формулам: 
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Метод решения 
Численное решение задачи осуществлялось с помощью метода конеч-
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функций использовались билинейные девятиточечные конечные элементы. 
Пробные решения задавались в виде:  
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Здесь Na  – функции формы. Дискретный аналог системы дифференциаль-
ных уравнений (1)–(5) был получен с применением метода взвешенных не-
вязок.  

Дискретный аналог уравнения (1) имеет следующий вид: 
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Дискретный аналог уравнения (2) имеет следующий вид: 
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Дискретный аналог уравнения (3) имеет следующий вид: 
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Дискретный аналог уравнения (4) имеет следующий вид: 
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Дискретный аналог уравнения (5) имеет следующий вид: 
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Система полученных нелинейных алгебраических уравнений реша-

лась методом итераций с использованием нижней релаксации. В качестве 
начальных приближений задавались нулевые значения напряженности вих-
ря, температуры, функции тока, радиальной и меридиональной составляю-
щих магнитной индукции. 

Решение считается достигшим нужной точности, если на текущей 
итерации для всех расчетных полей величина модуля разности между новым 
и старым значениями поля в узле становится меньше некоторой наперед за-
данной погрешности 9(10 )- . Необходимо заметить, что при расчете на каж-
дой «внешней» итерации новых значений температуры, вихря и магнитной 
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индукции для расчета функции тока из уравнения Пуассона (2) осуществля-
ется «внутренний» итерационный цикл до достижения заданной степени 
точности 9(10 )- .  

В результате численного решения задачи были получены поля темпе-
ратуры, функции тока, напряженности вихря, магнитной индукции и рас-
пределения локальных чисел Нуссельта в шаровой полости в зависимости 
от ее толщины и значений безразмерных критериев подобия. 

Результаты 
На рисунках 1–6 приведены результаты стационарных расчетов полей 

температуры, функции тока, напряженности вихря, радиальной и меридио-
нальной составляющей магнитной индукции, а также распределение локаль-
ных чисел Нуссельта на внутренней и внешней границе сферической полости. 
Расчеты проводились для следующих значений безразмерных критериев по-
добия: 2 5

210 ; Re 10; 10 ; Re 1; 10;  2,0;mGr S Pe R-= = = = = =
 0; 1vQ = ±   

На рисунке 1 приведены результаты расчетов поля температуры.  
 

 
а  б     в  г          д  е       ж 

Рис. 1. Поле температуры: а – без учета магнитных сил,  
0,  0;vJ Q= =  б – с учетом магнитных сил, 0,  0;vJ Q= =  в – с учетом магнитных 

сил, 0,  0;vJ Q¹ =  г – с учетом магнитных сил, 0,  1;vJ Q¹ =  д – с учетом  

магнитных сил, 0,  1;vJ Q¹ = -  е – с учетом магнитных сил, 0,  1;vJ Q= = +   

ж – с учетом магнитных сил, 0,  1vJ Q= = -  

 
На рисунке 1, а представлено поле температуры для неэлектропро-

водной жидкости, изотермы которого – концентрические окружности, т. е. 
перенос энергии в полости осуществляется теплопроводностью. Макси-
мальное значение температуры в полости maxT =  5,208. Такая же ситуация 
сохраняется и для электропроводной жидкости (рис. 1, б) без учета джоуле-
вой диссипации и внутренних источников тепла. Максимальное значение 
температуры в полости принимает то же значение, что и для результата рис. 
1, а. Учет джоулевой диссипации (рис. 1, в) изменят механизм переноса 
энергии в полости с кондуктивного на конвективный. Изотермы уже отли-
чаются от концентрических окружностей. Максимальное значение темпера-
туры в полости maxT =  6,917. Учет внутренних источников ( vQ = 1) и стоков 
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( vQ = –1) тепла (рис. 1, г, д), совместно с учетом джоулевой диссипации, 
также приводит к конвективному механизму теплообмена. Максимальное 
значение температуры в полости для результата рис. 1, г maxT = 10,177, а для 
результата рис. 1, д диапазон изменения температуры [–0,498; 3,662]. Не-
учет джоулевой диссипации, несмотря на наличие внутренних источников 
(стоков) тепла (рис. 1, е, ж), изменяет механизм переноса энергии в полости 
с конвективного на кондуктивный. Изотермы представляют собой концен-
трические окружности. Максимальное значение температуры в полости для 
результата рис. 1, е maxT = 8,436, а для результата рис. 1, ж диапазон измене-
ния температуры [–0,655; 1,981]. 

На рисунке 2 приведены результаты расчетов локальных чисел Нус-
сельта на внутренней и внешней поверхности шаровой полости.  

 
 
 

 
 

Рис. 2. Распределение локальных чисел Нуссельта:  
а – без учета магнитных сил, 0,  0;vJ Q= =  б – с учетом магнитных сил, 

0,  0;vJ Q= =  в – с учетом магнитных сил, 0,  0;vJ Q¹ =  г – с учетом магнитных 

сил, 0,  1;vJ Q¹ =  д – с учетом магнитных сил, 0,  1;vJ Q¹ = -  е – с учетом  

магнитных сил, 0,  1;vJ Q= = +  ж – с учетом магнитных сил, 0,  1vJ Q= = -  
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На рисунке 2 линии с номером 1 соответствует распределение локаль-
ных чисел Нуссельта на внутренней поверхности полости, причем это распре-
деление совпадает с осредненным и принимает постоянное значение 

1 1Nu Nu= = 10 (здесь и далее) согласно заданному граничному условию для 
температуры. Поэтому далее будут анализироваться распределения локаль-
ных чисел Нуссельта только на внешней поверхности полости (кривая с но-
мером 2). Распределения локальных чисел Нуссельта на внешней поверхно-
сти, приведенные на рис. 2, а, б, совпадают с осредненными значениями и при-

нимают постоянные значения 2 21Nu Nu= = 5,319. Это согласуется с распреде-
лением температуры (рис. 1, а, б), когда теплообмен осуществляется тепло-
проводностью. Учет джоулевой диссипации (рис. 2, в) значительно изменяет 
распределение локальных чисел Нуссельта по сравнению с предыдущими 
результатами. Такое распределение характерно для конвективного теплооб-
мена и поля температуры, представленного на рис. 1, в. При значении по-
лярного угла / 2q»p  (экваториальная плоскость) распределение локальных 
чисел Нуссельта имеет ярко выраженный максимум (рис. 2, в). Значение ос-
редненного и диапазон изменения локальных чисел Нуссельта следующие: 

2Nu = 9,646; 5,894 2 Nu£ £ 12,386. Учет внутренних источников ( vQ = 1) и 
стоков ( vQ = –1) тепла (рис. 2, г, д) совместно с учетом джоулевой диссипа-
ции, также приводят к распределениям локальных чисел Нуссельта, харак-
терных для конвективного теплообмена. При наличии внутренних источни-
ков тепла значения локальных чисел Нуссельта на внешней поверхности 
больше значений числа Нуссельта на внутренней поверхности (рис. 2, г). Для 
стоков тепла (рис. 2, д) ситуация обратная. Причем локальные числа Нуссельта 
принимают отрицательные значения. Для значения полярного угла / 2q»p  
распределения локальных чисел Нуссельта имеют максимум (рис. 2, г, д; 
кривая 2). Значение осредненного и диапазон изменения локальных чисел 

Нуссельта для результата рис. 2, г: 2Nu = 21,030; 17,042 2 Nu£ £ 23,929; а 

для результата рис. 2, д: 2Nu = –1,739; –5,283 2 Nu£ £ 0,863. Неучет джо-
улевой диссипации, несмотря на наличие внутренних источников (стоков) 
тепла (рис. 2, е, ж), приводит к распределению локальных чисел Нуссельта, 
характерному для режима теплопроводности (рис. 1, е, ж). Распределения 
локальных чисел Нуссельта совпадают с осредненными значениями и прини-

мают постоянные значения для результата рис. 2, е: 2 2Nu Nu= = 16,704; для 

результата рис. 2, ж: 2 2Nu Nu= = –6,065. 
На рисунке 3 приведены результаты расчетов поля функции тока.  
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а  б        в  г       д  е     ж 

Рис. 3. Поле функции тока: а – без учета магнитных сил, 0,  0;vJ Q= =  

б – с учетом магнитных сил, 0,  0;vJ Q= =  в – с учетом магнитных сил, 

0,  0;vJ Q¹ =  г – с учетом магнитных сил, 0,  1;vJ Q¹ =  д – с учетом магнитных 

сил, 0,  1;vJ Q¹ = -  е – с учетом магнитных сил, 0,  1;vJ Q= = +  ж – с учетом 

 магнитных сил, 0,  1vJ Q= = -  

 
Для всех случаев в шаровой полости образуются две конвективные 

ячейки. На рисунке 3, а представлено поле функции тока для неэлектропро-
водной жидкости, которая в северном полушарии полости движется по ча-
совой стрелке (значения функции тока отрицательные), а в южном – против 
часовой стрелки (значения функции тока положительные). Интенсивность 
движения жидкости в ячейках незначительная (режим теплопроводности), 
максимальное значение функции тока maxY = 3,05·10-8. В случае электро-

проводной жидкости (рис. 3, б) без учета джоулевой диссипации и внутрен-
них источников тепла направление течения жидкости в ячейках меняется на 
противоположное по сравнению с результатом рис. 3, а. В северном полу-
шарии жидкость движется против часовой стрелки (значения функции тока 
положительные), а в южном – по часовой стрелке (значения функции тока 
отрицательные). Изменение направления циркуляции жидкости в конвек-
тивных ячейках можно интерпретировать как изменение магнитных полю-
сов в шаровой полости. Максимальное значение функции тока незначитель-
но возрастает maxY = 2,62·10-7. Учет джоулевой диссипации (рис. 3, в), так 

же как и учет внутренних источников ( vQ = 1) и стоков ( vQ = –1) тепла (рис. 
3, г, д), совместно с учетом джоулевой диссипации, по сравнению с резуль-
татом рис. 3, б изменяет направление циркуляции жидкости в конвективных 
ячейках на противоположное. Максимальное значение функции тока воз-
растает и для результатов рис. 3, в–д принимает следующие значения: 

maxY = 7,23·10-3; 7,76·10-3; 6,77·10-3. Неучет джоулевой диссипации, несмот-

ря на наличие внутренних источников (стоков) тепла (рис. 3, е, ж), приво-
дит к изменению направления циркуляции жидкости в ячейках на противо-
положное, по сравнению с результатами рис. 3, в–д. Максимальное значение 
функции тока для результатов рис. 3, е, ж принимает соответственно сле-
дующее значение: maxY = 2,78·10-7; 2,47·10-7. 

На рисунке 4 приведены результаты расчетов поля напряженности вихря. 
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а  б      в  г     д          е  ж 

Рис. 4. Поле напряженности вихря:  
а – без учета магнитных сил, 0,  0;vJ Q= =  б – с учетом магнитных сил, 

0,  0;vJ Q= =  в – с учетом магнитных сил, 0,  0;vJ Q¹ =  г – с учетом магнитных 

сил, 0,  1;vJ Q¹ =  д – с учетом магнитных сил, 0,  1;vJ Q¹ = -  е – с учетом  

магнитных сил, 0,  1;vJ Q= = +  ж – с учетом магнитных сил, 0,  1vJ Q= = -  

В полости для результатов, представленных на рис. 4, а, в–д, образу-
ются два крупномасштабных вихря: в северном полушарии жидкость дви-
жется по часовой стрелке (значения напряженности вихря отрицательные), а 
в южном – против часовой стрелки (значения напряженности вихря поло-
жительные). Максимальная интенсивность этих вихрей составляет величину 

maxw = 2,48·10-7; 8,63·10-2; 9,27·10-2; 8,08·10-2 соответственно для результатов 
рис. 4, а, в–д. Для результатов, представленных на рис. 4, б, е, ж, образуют-
ся два крупномасштабных и два (вблизи внутренней поверхности полости) 
мелкомасштабных вихря. В крупномасштабных вихрях в северном полуша-
рии жидкость движется против часовой стрелки (значения напряженности 
вихря положительные), а в южном – по часовой стрелке (значения напря-
женности вихря отрицательные). Максимальная интенсивность этих вихрей 
составляет величину maxw = 3,89·10-6; 4,04·10-6; 3,76·10-6 соответственно для 
результатов рис. 4, б, е, ж. Направление циркуляции жидкости в мелкомас-
штабных вихрях противоположно направлению циркуляции жидкости в 
крупномасштабных. 

На рисунке 5 приведены результаты расчетов поля радиальной и ме-
ридиональной составляющей магнитной индукции. Радиальная составляю-
щая магнитной индукции (рис. 5, а) в северном полушарии принимает отри-
цательные значения, за исключением небольшой области вблизи внутренней 
поверхности полости, а в южном – положительные, за исключением не-
большой области вблизи внутренней поверхности полости. Меридиональная 
составляющая магнитной индукции (рис. 5, б) принимает положительные 
значения практически во всей полости, за исключением небольшой области 
вблизи внутренней поверхности полости, в которой значения меридиональ-
ной составляющей магнитной индукции отрицательные. Оказалось, что как 
качественно, так и количественно структура поля радиальной и меридио-
нальной составляющей магнитной индукции практически не изменяется для 
рассмотренных режимов (поэтому не приводится). 
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а  б 

Рис. 5. Поле магнитной индукции:  
а – радиальной составляющей; б – меридиональной составляющей 

 
Максимальная интенсивность радиальной составляющей магнитной ин-

дукции не превышает величину maxrB =  4,83·10-4, а меридиональной – 

maxBq = 1,00·10-2. 

Представленные выше результаты получены для относительно не-
большого значения числа Грасгофа 210 .Gr =  В этой связи может возникнуть 
вопрос, а как изменятся поля температуры, функции тока, напряженности 
вихря, радиальной и меридиональной составляющей магнитной индукции, 
распределение локальных чисел Нуссельта, если интенсивность теплообме-
на, т. е. значение числа Gr , увеличится на один или два порядка. Результа-
ты, позволяющие проследить эти изменения, представлены ниже.  

На рисунках 6–10 приведены результаты для 310 .Gr =  Значения ос-
тальных безразмерных критериев подобия те же, что и выше.  

 

 
а  б         в  г      д  е     ж 

Рис. 6. Поле температуры: 
 а – без учета магнитных сил,  0,  0;vJ Q= =  б – с учетом магнитных сил, 

0,  0;vJ Q= =  в – с учетом магнитных сил, 0,  0;vJ Q¹ =  г – с учетом магнитных 

сил, 0,  1;vJ Q¹ =  д – с учетом магнитных сил, 0,  1;vJ Q¹ = -  е – с учетом  

магнитных сил, 0,  1;vJ Q= = +  ж – с учетом магнитных сил, 0,  1vJ Q= = -  
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На рисунке 6 приведены результаты расчетов поля температуры.  
На рисунке 6, а представлено поле температуры для неэлектропро-

водной жидкости, изотермы которого уже отличны от концентрических ок-
ружностей. Перенос энергии в полости осуществляется конвекцией. Макси-
мальное значение температуры в полости maxT =  5,904. Для электропровод-
ной жидкости (рис. 6, б) поле температуры характерно для режима тепло-
проводности: изотермы – практически концентрические окружности. Мак-
симальное значение температуры в полости незначительно уменьшается 

maxT =  5,276. То есть учет магнитных сил подавляет конвекцию, сводя кон-
вективный теплообмен к режиму кондукции. Учет джоулевой диссипации 
(рис. 6, в) усиливает конвекцию в полости. Максимальное значение темпе-
ратуры в полости maxT =  6,956. Учет внутренних источников ( vQ = 1) и сто-
ков ( vQ = –1) тепла (рис. 6, г, д) также приводит к конвективному механизму 
теплообмена. Максимальное значение температуры в полости для результа-
та рис. 6, г maxT = 9,370, а для результата рис. 6, д диапазон изменения тем-
пературы [–0,751; 3,936]. Неучет джоулевой диссипации (рис. 6, е) также 
сохраняет конвективный механизм теплообмена при учете внутренних ис-
точников тепла, а при учете внутренних стоков тепла (рис. 6, ж) механизм 
переноса энергии в полости изменяется на кондуктивный. Изотермы пред-
ставляют собой концентрические окружности. Максимальное значение тем-
пературы в полости для результата рис. 6, е maxT = 8,795, а для результата 
рис. 6, ж диапазон изменения температуры [–0,635; 2,064]. 

На рисунке 7 приведены распределения локальных чисел Нуссельта. 
Характер изменения чисел Нуссельта связан с полем температуры. В режи-
ме теплопроводности распределение локальных чисел Нуссельта – это пря-

мая линия 1 ( 1 1Nu Nu= = 10), а в режиме конвекции – кривая линия 2.  
Для неэлектропроводной жидкости распределение локальных чисел 

Нуссельта на внешней поверхности (рис. 7, а; кривая 2) лежит ниже линии 1 и 
имеет минимум при / 2q»p . Значение осредненного и диапазон изменения 

локальных чисел Нуссельта следующие: 2Nu = 5,319; 4,592 2 Nu£ £ 7,982. 
Учет магнитных сил изменяет характер распределения локальных чисел 
Нуссельта (рис. 7, б; линия 2). Распределение локальных чисел Нуссельта 
практически совпадает с осредненным значением (режим теплопроводности). 
Значение осредненного и диапазон изменения локальных чисел Нуссельта 

следующие: 2Nu = 5,405; 5,387 2 Nu£ £ 5,443. Учет джоулевой диссипации 
(рис. 7, в) значительно изменяет распределение локальных чисел Нуссельта. 
При значении полярного угла / 2q»p  оно имеет ярко выраженный макси-
мум (рис. 7, в). Значение осредненного и диапазон изменения локальных 

чисел Нуссельта следующие: 2Nu = 9,702; 2,475 2 Nu£ £ 17,926. Учет ис-
точников ( vQ = 1) и стоков ( vQ = –1) тепла (рис. 7, г, д) также приводит к 
распределению локальных чисел Нуссельта, характерных для конвективного 
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теплообмена. Оба распределения имеют максимум при / 2q»p . Однако при 
наличии источников тепла линия 2 (рис. 7, г) лежит выше прямой 1, а при 
наличии стоков (рис. 7, д) – ниже. Значение осредненного и диапазон измене-

ния локальных чисел Нуссельта для результата рис. 7, г: 2Nu = 21,012; 

10,667 2 Nu£ £ 35,530; а для результата рис. 7, д: 2Nu = –1,608; 

−6,139 2 Nu£ £ 2,228. Неучет джоулевой диссипации (рис. 7, е) изменяет 
распределение локальных чисел Нуссельта, кривая 2 располагается выше 
прямой 1 и имеет один максимум и два минимума. Значение осредненного и 

диапазон изменения локальных чисел Нуссельта следующие: 2Nu = 16,714; 
11,700 2 Nu£ £ 23,823. При учете стоков тепла (рис. 7, ж; кривая 2) распре-
деление локальных чисел Нуссельта лежит в области отрицательных значе-

ний и соответствует режиму теплопроводности: 2 2Nu Nu= = –5,903. 
 
 

 
 

Рис. 7. Распределение локальных чисел Нуссельта:  
а – без учета магнитных сил, 0,  0;vJ Q= =  б – с учетом магнитных сил, 

0,  0;vJ Q= =  в – с учетом магнитных сил, 0,  0;vJ Q¹ =  г – с учетом магнитных 

сил, 0,  1;vJ Q¹ =  д  – с учетом магнитных сил, 0,  1;vJ Q¹ = -  е – с учетом  

магнитных сил, 0,  1;vJ Q= = +  ж – с учетом магнитных сил, 0,  1vJ Q= = -  
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На рисунке 8 приведены результаты расчетов поля функции тока.  

 
а  б   в  г д     е  ж 

Рис. 8. Поле функции тока: а – без учета магнитных сил, 
0,  0;vJ Q= =  б – с учетом магнитных сил, 0,  0;vJ Q= =  в – с учетом магнитных 

сил, 0,  0;vJ Q¹ =  г – с учетом магнитных сил, 0,  1;vJ Q¹ =  д – с учетом  
магнитных сил, 0,  1;vJ Q¹ = -  е – с учетом магнитных сил, 0,  1;vJ Q= = +   

ж – с учетом магнитных сил, 0,  1vJ Q= = -  

 
Для всех случаев, за исключением режима, представленного на рис. 8, 

е, в шаровой полости образуются две конвективные ячейки. Для результатов 
рис. 8, а, б, ж в северном полушарии полости жидкость движется против 
часовой стрелки (значения функции тока положительные), а в южном – по 
часовой стрелке (значения отрицательные). Учет джоулевой диссипации, 
как с источниками (стоками) тепла, так и без них (рис. 8, в–д), изменяет на-
правление циркуляции жидкости в конвективных ячейках. Для режима, 
представленного на рис. 8, е, в области полюсов образуются еще две мелко-
масштабные конвективные ячейки малой интенсивности. Максимальное 
значение функции тока для результатов рис. 8, а–ж следующие: 

maxY = 3,86·10-2; 8,40·10-4; 2,12·10-1; 3,00·10-1; 1,22·10-1; 1,75·10-1; 4,07·10-7. 

На рисунке 9 приведены результаты расчетов поля напряженности 
вихря.  

 
а  б   в  г     д  е    ж 

Рис. 9. Поле напряженности вихря: а – без учета магнитных сил, 
0,  0;vJ Q= =  б – с учетом магнитных сил, 0,  0;vJ Q= =  в – с учетом магнитных 

сил, 0,  0;vJ Q¹ =  г – с учетом магнитных сил, 0,  1;vJ Q¹ =  д – с учетом  
магнитных сил, 0,  1;vJ Q¹ = -  е – с учетом магнитных сил, 0,  1;vJ Q= = +   

ж – с учетом магнитных сил, 0,  1vJ Q= = -  
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В полости (рис. 9, а, б, ж) образуются два крупномасштабных вихря, 
в которых жидкость движется против часовой стрелки (значения положи-
тельные) в северном полушарии, и по часовой стрелке (отрицательные значе-
ния) – в южном. Максимальная интенсивность этих вихрей maxw = 6,27·10-1; 

1,12·10-2; 5,22·10-6 соответственно для результатов рис. 9, а, б, ж. 
Для результатов, представленных на рис. 9, в–д, образуются два сред-

немасштабных, но более интенсивных вихря. В северном полушарии жид-
кость движется по часовой стрелке (значения отрицательные) а в южном – 
против часовой стрелки (значения положительные).  

Максимальная интенсивность этих вихрей составляет величину 

maxw = 2,68; 3,78; 1,53 соответственно для результатов рис. 9, в–д. Неучет 

джоулевой диссипации при наличии внутренних источников тепла в элек-
тропроводной жидкости приводит к образованию в полости четырех мелко-
масштабных вихрей (рис. 9, е). Направление циркуляции жидкости в этих 
вихрях меняется четыре раза. Максимальная интенсивность вихрей не пре-
восходит величину maxw = 2,37. 

На рисунке 10 приведены результаты расчетов поля радиальной и ме-
ридиональной составляющей магнитной индукции. 

 

 
а   б 

Рис. 10. Поле магнитной индукции:  
а – радиальной составляющей; б – меридиональной составляющей 

 
Значения радиальной составляющей магнитной индукции (рис. 10, а) в се-

верном полушарии отрицательные, за исключением небольшой области у внут-
ренней поверхности полости, а в южном – положительные, за исключением не-
большой области у внутренней поверхности полости. Значения меридиональной 
составляющей магнитной индукции (рис. 10, б) положительные практически во 
всей полости, за исключением небольшой области у внутренней поверхности 
полости, в которой ее значения отрицательные. Оказалось, что и качественно, и 
количественно структура поля радиальной и меридиональной составляющей 
магнитной индукции практически не изменяется для рассмотренных режи-
мов (поэтому не приводится). Максимальная интенсивность радиальной со-
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ставляющей магнитной индукции не превышает величину maxrB =  4,93·10-4, а 

меридиональной – maxBq = 1,00·10-2. Можно констатировать, что поле маг-

нитной индукции аналогично результатам, полученным для числа Грасгофа 
210 .Gr =   

Результаты, иллюстрирующие дальнейшее увеличение интенсивности 
теплообмена в полости при значении числа Грасгофа 410Gr = , представле-
ны на рис. 11–15. Значения остальных безразмерных критериев подобия не 
изменялись.  

На рисунке 11 приведены результаты расчетов поля температуры.  
 
 

а  б      в  г д е  ж 
Рис. 11. Поле температуры: а – без учета магнитных сил,  

0,  0;vJ Q= =  б – с учетом магнитных сил, 0,  0;vJ Q= =  в – с учетом магнитных 

сил, 0,  0;vJ Q¹ =  г – с учетом магнитных сил, 0,  1;vJ Q¹ =  д – с учетом  

магнитных сил, 0,  1;vJ Q¹ = -  е – с учетом магнитных сил, 0,  1;vJ Q= = +   

ж – с учетом магнитных сил, 0,  1vJ Q= = -  

Для всех режимов теплообмен в полости происходит путем конвекции. 
Для результатов рис. 11, а, б изменение температуры происходит в области по-
люсов и экватора. Затем (рис. 11, в, г) основное изменение температуры происхо-
дит в области экватора. И для результатов, представленных на рис. 11, д–ж, из-
менение температуры опять наблюдается в области полюсов и экватора. Макси-
мальное значение температуры maxT  в полости и интервал изменения темпе-
ратуры в полости для результатов, представленных на рис. 11, д, е, следую-
щие: 3,630; 3,630; 3,597; 4 638; [–0,897; 2,283]; 4,617; [–0,934; 2,103] соот-
ветственно для результатов, приведенных на рис. 11, а–ж.  

На рисунке 12 приведены распределения локальных чисел Нуссельта 
на внутренней и внешней поверхности шаровой полости.  

Для всех режимов (рис. 12; линия 2) распределение локальных чисел 
Нуссельта носит волновой характер и соответствует конвективному теплооб-
мену. Распределение локальных чисел Нуссельта имеет один или два мини-
мума и один максимум. Значение осредненного и интервалы изменения ло-
кальных чисел Нуссельта на наружной поверхности шаровой полости сле-

дующие: 2Nu = 5,319; 5,319; 9,728; 21,166; –1,697; 16,704; –6,065; 
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2 Nu Î [0,590; 17,227], [0,590; 17,227], [0,212; 19,905], [4,738; 37,226],  
[–5,712; 1,848], [5,266; 34,606], [–6,316; –5,152] соответственно для резуль-
татов рис. 12, а–ж. 
 

 
Рис. 12. Распределение локальных чисел Нуссельта:  

а – без учета магнитных сил, 0,  0;vJ Q= =  б – с учетом магнитных сил, 

0,  0;vJ Q= =  в – с учетом магнитных сил, 0,  0;vJ Q¹ =  г – с учетом магнитных 

сил, 0,  1;vJ Q¹ =  д – с учетом магнитных сил, 0,  1;vJ Q¹ = -  е – с учетом  

магнитных сил, 0,  1;vJ Q= = +  ж – с учетом магнитных сил, 0,  1vJ Q= = -  

 
На рисунке 13 приведены результаты расчетов поля функции тока.  
 

 
а  б      в  г      д  е     ж 

Рис. 13. Поле функции тока: а – без учета магнитных сил,  
0,  0;vJ Q= =  б – с учетом магнитных сил, 0,  0;vJ Q= =  в – с учетом магнитных 

сил, 0,  0;vJ Q¹ =  г – с учетом магнитных сил, 0,  1;vJ Q¹ =  д – с учетом  

магнитных сил, 0,  1;vJ Q¹ = -  е – с учетом магнитных сил, 0,  1;vJ Q= = +
  

ж – с учетом магнитных сил, 0,  1vJ Q= = -  
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В шаровой полости, в зависимости от режима, образуются четыре 
(рис. 13, а, б, е, ж) и две конвективные ячейки (рис. 13, в–д). Максимальное 
значение функции тока: maxY = 8,08·10-1; 8,08·10-1; 1,15; 1,46; 7,55·10-1; 1,15; 

3,73·10-1 соответственно для результатов рис. 13, а–ж. 
На рисунке 14 приведены результаты расчетов поля напряженности 

вихря.  

 
а  б в  г   д           е  ж 

Рис. 14. Поле напряженности вихря: 
а – без учета магнитных сил, 0,  0;vJ Q= =  б – с учетом магнитных сил, 

0,  0;vJ Q= =  в – с учетом магнитных сил, 0,  0;vJ Q¹ =  г – с учетом магнитных 

сил, 0,  1;vJ Q¹ =  д – с учетом магнитных сил, 0,  1;vJ Q¹ = -  е – с учетом  

магнитных сил, 0,  1;vJ Q= = +
 
ж – с учетом магнитных сил, 0,  1vJ Q= = -  

 
В полости, в зависимости от режима, образуются четыре (рис. 14, а, б, 

е, ж) и два вихря (рис. 14, в, г, д). Максимальное значение вихря 

maxw = 12,0; 12,0; 13,7; 16,3; 10,4; 15,3; 7,2 соответственно для результатов 

рис. 14, а–ж.  
На рисунке 15 приведены результаты расчетов поля радиальной и ме-

ридиональной составляющей магнитной индукции.  

 
а  б   в           г  д  е ж 

Рис. 15. Поле магнитной индукции. Радиальная составляющая:  
а – с учетом магнитных сил, 0,  0;vJ Q= =  б – с учетом магнитных сил, 

0,  0;vJ Q¹ =  в – с учетом магнитных сил, 0,  1;vJ Q¹ =  г – с учетом магнитных 

сил, 0,  1;vJ Q¹ = -  д – с учетом магнитных сил, 0,  1;vJ Q= = +  е – с учетом  

магнитных сил, 0,  1vJ Q= = - ;  ж – меридиональная составляющая магнитной  

индукции 
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Структура поля радиальной составляющей магнитной индукции претер-
пела значительные изменения по сравнению с результатами, полученными для 
значений числа Грасгофа 100 и 1000. Для всех случаев радиальная составляю-
щая магнитной индукции в северном полушарии принимает отрицательные зна-
чения, за исключением небольшой области вблизи внутренней поверхности по-
лости, а в южном – положительные, за исключением небольшой области вблизи 
внутренней поверхности полости. Максимальная интенсивность радиальной 
составляющей магнитной индукции: maxrB = 7,12·10-4; 6,87·10-4; 7,33·10-4; 

5,64·10-4; 8,33·10-4; 4,11·10-4 соответственно для результатов рис. 15, а–е. 
Структура поля меридиональной составляющей магнитной индукции практи-
чески не изменилась по сравнению с аналогичными результатами, представлен-
ными выше (рис. 15, ж).  

В данной работе все результаты были получены для одной толщины 
шаровой полости 2 2, 0.R =  Определенный интерес вызывает исследование 
влияния толщины шаровой полости на теплообмен и структуру течения 
жидкости в полости. Результаты, позволяющие проследить это влияние, бу-
дут представлены во второй части статьи. 

Выводы 
Анализ результатов, полученных по предложенной математической 

модели, позволяет сделать следующие выводы: 
– при нагреве шаровой полости снизу безразмерные критерии подобия 

в расчетной области образуют две или четыре конвективные ячейки;  
– для всех значений чисел Грасгофа учет джоулевой диссипации из-

меняет направление циркуляции жидкости в конвективных ячейках и уве-
личивает ее интенсивность; 

– при 410Gr =  в полости имеет место развитая конвекция, а поле ра-
диальной составляющей магнитной индукции значительно отличается от соот-
ветствующих полей при 2 310 ;10Gr = ; 

– математическая модель и полученные результаты могут быть полез-
ными при исследовании тепловых и гидродинамических процессов в недрах 
Земли и других планет.  
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Modeling Convective Heat Transfer of Electroconductive 
Fluid in a Spherical Cavity. PART I 

S. V. Solovyov 

Abstract. In this paper, based on mathematical modeling, the convective heat transfer 
electroconductive liquids with regard to the internal sources of heat and Joule dissipation 
in a spherical cavity with heat from the bottom, simulating liquid core of the Earth. The 
structure of flow, temperature field, magnetic field, as well as the distribution of local 
Nusselt numbers is investigated. 
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hydrodynamics, mathematical modeling, Joule dissipation. 
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