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Аннотация. В работе рассматривается система уравнений, описывающая конвек-
тивный теплообмен электропроводной жидкости с учетом внутренних источников 
тепла и джоулевой диссипации в шаровой полости, моделирующей жидкое ядро 
Земли. Исследована эволюция структуры течения, поля температуры, магнитного 
поля, а также чисел Нуссельта. 
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Введение 

В настоящее время принято, что тепловая конвекция в земном ядре 
является причиной, приводящей к созданию геомагнитного поля Земли [4]. 
Теория геомагнитного поля получила название гидромагнитного динамо 
(ГД). Математическое исследование гидромагнитного динамо в общем виде 
еще далеко от завершения [1; 4], так как решение уравнений магнитной гид-
родинамики связано с большими трудностями. В этой связи теория ГД часто 
исследуется с применением кинематических моделей, в которых скорость 
движения жидкости считается заданной, а определяется только тепловое и 
магнитное поле. 

В настоящей работе, в отличие от кинематических моделей, рассмат-
риваются совместно уравнения: энергии, с учетом внутренних источников 
тепла и джоулевой диссипации; движения, с учетом магнитных, инерцион-
ных, вязких и подъемных сил; магнитной индукции, неразрывности для ско-
рости и магнитной индукции. Используется приближение Буссинеска. Ус-
корение свободного падения направлено к центру сферической прослойки.  

Описание модели  

Математическая постановка задачи в переменных вихрь – функция 
тока – температура в безразмерной форме в сферической системе координат 
с учетом симметрии по долготе имеет вид [2]: 
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При записи системы дифференциальных уравнений использованы 
следующие обозначения: 2 1 2 0( ) / ( ),   / , ,T T T T B B¢J = - - = Y wB  – безразмер-
ные температура, магнитная индукция, функция тока и напряженность вих-
ря; 0/t tt =  – безразмерное время; 0 0 0 0, , ,u t Br  – характерные масшта-
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бы; B¢ –  размерная магнитная индукция; vQ  – безразмерный внутренний 

источник теплоты; 1/r r r¢=  – безразмерный текущий радиус; r¢  – размер-

ный текущий радиус; q  – полярный угол; mD  – коэффициент магнитной 
вязкости (диффузии); s  – электрическая проводимость жидкости. 
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– безразмерные числа гомохронности, Рейнольдса, Пекле, Грасгофа, маг-
нитное число Рейнольдса, параметр магнитного взаимодействия. Остальные 
обозначения общепринятые. 

Постоянная величина J, входящая в уравнение энергии (3), определяет 
величину джоулевой диссипации. И в зависимости от типа граничных усло-
вий для температуры принимает различные значения. Внутренний источник 
теплоты Qv задавался как равномерно распределенный по объему шаровой 
полости источник тепла постоянной мощности [1]. 

В данной работе при проведении вычислительного эксперимента для 
температуры задавались граничные условия первого типа, т. е. задавались 
значения температуры на внутренней и внешней поверхности слоя, которые 
принимали постоянные значения: 

1 2
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Граничные условия для функции тока, напряженности вихря и маг-
нитной индукции имели следующий вид: 
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Граничные условия для вихря на границах сферического слоя предпо-
лагают линейное изменение его по нормали [3]. 

В качестве начальных условий задавались нулевые значения напря-
женности вихря, температуры, функции тока, радиальной и меридиональной 
составляющих магнитной индукции. 

Локальные числа Нуссельта на поверхности внутренней и наружной 
сферы рассчитывались по формулам: 
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Для расчета осредненных чисел Нуссельта (среднеинтегральные зна-
чения) производилось осреднение локальных чисел Нуссельта по поверхно-
стям 1r =  и 2r R= : 
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Метод решения 
Численное решение задачи осуществлялось с помощью метода конеч-

ных элементов. Для аппроксимации рассчитываемых функций применялись 
билинейные конечные элементы. Дискретный аналог системы дифференци-
альных уравнений был получен с помощью метода взвешенных невязок. 
Система нелинейных алгебраических уравнений решалась методом итера-
ций с использованием нижней релаксации. По времени использовалась не-
явная схема. Решение считается достигшим нужной точности, если на теку-
щей итерации для всех расчетных полей среднее значение модуля разности 
между новым и старым значением поля в узле становится меньше некоторой 
наперед заданной погрешности.  

Алгоритм решения задачи следующий: 
1. Разбиение и нумерация узлов области. 
2. Расчет безразмерных чисел (критериев) подобия. 
3. Выбор граничных условий. 
4. Задание начальных условий (в стационарном случае начальных 

приближений). 
5. Интегрирование невязок и построение системы нелинейных урав-

нений. 
6. Проведение одной итерации решения системы. Получение новых 

значений расчетных полей: температуры, вихря, функции тока, магнитной 
индукции.  

Далее возможны два случая: 
– стационарный режим: 
7. Сравнение величины полученной погрешности с заданной и, если 

необходимо, возврат к п. 6. При достижении заданной величины погрешно-
сти для всех расчетных полей переход к п. 8. 

– нестационарный режим 
7. Переход к следующему шагу по времени и возврат к п. 6. При дос-

тижении заданной продолжительности времени расчета переход к п. 8. 
8. Окончание решения. 
Необходимо заметить, что при расчете на каждой «внешней» итера-

ции новых значений температуры, вихря и магнитной индукции для расчета 
функции тока из уравнения Пуассона (2) осуществляется «внутренний» ите-
рационный цикл до достижений заданной степени точности. Это осуществ-
ляется независимо от расчета стационарного или нестационарного режима. 
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В результате численного решения задачи была исследована эволюция 
полей температуры, функции тока, напряженности вихря, магнитной индук-
ции и локальных чисел Нуссельта в шаровом слое. 

Результаты 

На рисунках 1–6 приведены результаты нестационарных расчетов по-
лей температуры, функции тока, напряженности вихря, радиальной и мери-
диональной составляющей магнитной индукции, а также локальных чисел 
Нуссельта на внутренней и внешней границе сферической прослойки при 
следующих значениях безразмерных чисел подобия:  

4 5
2 110 ;Re 10; 10 ;Re 1; 10; / 2,5; 1.m vGr S Pe r r Q Ho-= = = = = = = =  

На рисунке 1 приведены результаты расчетов поля температуры для 
следующих моментов безразмерного времени t : 0,1; 0,5; 0,7; 1,0; 1,5; 2,0; 
2,5; 3,0; 3,5; 5,0. Дальнейшее увеличение времени расчета не приводило к 
качественным изменениям поля температуры. При этом имели место не-
большие количественные различия значений температуры внутри расчетной 
области по сравнению со стационарным режимом. Приведенные выше мо-
менты времени соответствуют позициям а–к на рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Эволюция поля температуры 

На начальной стадии процесса ( t  = 0,1) небольшое изменение темпе-
ратуры происходит лишь в области границ слоя (рис. 1, а). С увеличением 
времени ( t  = 0,5; 0,7; рис. 1, б, в) изменение температуры происходит уже в 
экваториальной области. Причем поле температуры приобретает вид, харак-
терный для конвективного теплообмена (линии изотерм далеки от концен-
трических окружностей, характерных для механизма теплопроводности). По 
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мере прогрева жидкости в слое поле температуры напоминает форму ушной 
раковины (рис. 1, г, д) без «перемычки» в области экватора, которая («пере-
мычка») в дальнейшем «срастается» с внешней границей слоя (рис. 1, е), а 
затем исчезает (рис. 1, ж–к), достигая при t  = 13 стационарного режима.  

На рисунке 2 приведены результаты расчетов поля функции тока для 
следующих моментов безразмерного времени t : 0,1; 0,5; 0,7; 1,0; 1,5; 2,0; 
2,5; 3,0; 3,5. Дальнейшее увеличение времени расчета не приводило к каче-
ственным изменениям поля функции тока. При этом имели место незначи-
тельные различия значений функции тока внутри расчетной области по 
сравнению со стационарным режимом. 

В шаровой полости образуются две конвективные ячейки (рис. 2, а–и). 
Оказалось, что в северном полушарии жидкость движется по часовой стрел-
ке (значения функции тока отрицательные), а в южном – против часовой 
стрелки (значения функции тока положительные).  

 
Рис. 2. Эволюция поля функции тока 

На рисунке 3 приведены результаты расчетов поля напряженности 
вихря для тех же моментов безразмерного времени, что и для функции тока. 
Дальнейшее увеличение времени расчета также не приводило к качественным 
изменениям структуры поля напряженности вихря, а небольшие количествен-
ные различия имели место лишь внутри расчетной области по сравнению со 
значениями напряженности вихря для установившегося режима. 

В шаровой полости образуются два вихря (рис. 3, а–и). В северном 
полушарии жидкость так же, как и в случае поля функции тока, движется по 
часовой стрелке (значения напряженности вихря отрицательные), а в юж-
ном – против часовой стрелки (значения напряженности вихря положитель-
ные). Как видно из результатов, представленных на рис. 3, на всем времен-
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ном интервале исследования процесса происходит значительная трансфор-
мация формы вихрей. Зарождение вихрей начинается в области внешней 
поверхности слоя (рис. 3, а), затем они интенсифицируются, изменяя свою 
форму, и вытягиваются от экватора к полюсам (рис. 3, б, в). Дальнейшее из-
менение формы вихрей и их интенсификация наблюдается в экваториальной 
области (рис. 3, г–и).  

 
Рис. 3. Эволюция поля напряженности вихря 

На рисунке 4 приведены результаты расчетов поля радиальной со-
ставляющей магнитной индукции для тех же моментов безразмерного вре-
мени, что и для функции тока.  

Дальнейшее увеличение времени расчета не приводило к качествен-
ным изменениям поля радиальной составляющей магнитной индукции. При 
этом имели место незначительные различия значений радиальной состав-
ляющей магнитной индукции внутри расчетной области по сравнению со 
значениями для стационарного режима. 

Для всего времени расчета радиальная составляющая магнитной ин-
дукции (рис. 4) в северном полушарии принимает отрицательные значения, 
за исключением небольшой области вблизи внутренней поверхности сфери-
ческого слоя, а в южном – положительные, за исключением небольшой об-
ласти вблизи внутренней поверхности сферического слоя. Причем форма 
этих небольших областей, вблизи внутренней поверхности сферического 
слоя, в начальный период времени вытянута вдоль самой поверхности  
(рис. 4, а, б). С течением времени эта область трансформируется в два не-
больших вихря (рис. 4, в–и), интенсивность которых растет. В северном по-
лушарии значения радиальной составляющей магнитной индукции положи-
тельные, а в южном – отрицательные.  
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Рис. 4. Эволюция поля радиальной составляющей магнитной индукции 
 
Профиль радиальной составляющей магнитной индукции в области 

внешней поверхности сферического слоя также претерпевает значительные 
изменения на всех этапах расчета.  

На рисунке 5 приведены результаты расчетов поля меридиональной 
составляющей магнитной индукции для тех же моментов безразмерного 
времени, что и для функции тока. Дальнейшее увеличение времени расчета 
не приводило к качественным изменениям поля меридиональной состав-
ляющей магнитной индукции. При этом имели место незначительные раз-
личия значений меридиональной составляющей магнитной индукции внут-
ри расчетной области по сравнению со значениями, характерными для ста-
ционарного режима. 

На всем временном интервале расчета меридиональная составляющая 
магнитной индукции (рис. 5) принимает положительные значения практиче-
ски во всей расчетной области, за исключением небольшой области вблизи 
внутренней поверхности сферического слоя, в которой значения меридио-
нальной составляющей магнитной индукции отрицательные. С течением 
времени форма отрицательной области видоизменяется, приближаясь к 
форме «треугольника» с вершиной на экваторе вблизи внешней поверхности 
слоя (рис. 5, в–и). Область положительных значений также изменяется (рис. 
5, в–и). 

На рисунке 6 приведены результаты расчетов локальных чисел Нус-
сельта на внутренней и внешней поверхности сферической прослойки для 
следующих моментов безразмерного времени t : 0,1; 0,5; 0,7; 1,0; 1,5; 2,0; 
3,5 (моменты времени соответствуют позициям а–ж на рис. 6). 
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Рис. 5. Эволюция поля меридиональной составляющей магнитной индукции 

 
 

 
Рис. 6. Эволюция распределения локальных чисел Нуссельта 

Дальнейшее увеличение времени расчета не привело к качественным 
изменениям профилей локальных чисел Нуссельта. Небольшие количест-
венные различия имели место при стремлении расчетных результатов к их 
стационарному значению. На рисунке 6 кривой с номером 1 соответствует 
распределение локальных чисел Нуссельта на внутренней поверхности сфе-
рического слоя, а кривой с номером 2 – распределение локальных чисел 
Нуссельта на внешней поверхности.  
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Начальная стадия процесса ( t  = 0,1) характеризуется высокими зна-
чениями локальных чисел Нуссельта на всей внутренней поверхности сфе-
рического слоя (от северного полюса до южного) по сравнению со значе-
ниями локальных чисел Нуссельта на внешней поверхности (рис. 6, а). При 
значении полярного угла / 2q»p  (экваториальная плоскость) распределе-
ние локальных чисел Нуссельта на внутренней поверхности имеет слабо 
выраженный минимум (рис. 6, а; кривая 1), а распределение локальных чи-
сел Нуссельта на внешней поверхности  – ярко выраженный максимум 
(рис. 6, а; кривая 2). 

Причем значения локальных чисел Нуссельта на внешней границе в 
области полюсов близки к нулю. Локальные числа Нуссельта изменяются 
соответственно на внутренней и на внешней поверхности расчетной области 

в интервале: 7,40 1Nu£ £ 7,80; 1Nu = 7,58; 0,19 2Nu£ £ 4,81; 2Nu = 2,67. 
Далее ситуация изменяется на противоположную с качественно оди-

наковым характером распределения локальных чисел Нуссельта (рис. 6,  
б–ж) как на внутренней поверхности, так и на внешней. Здесь при значении 
полярного угла / 2q»p  распределение локальных чисел Нуссельта на внут-
ренней поверхности имеет ярко выраженный минимум (рис. 6, б–ж; кривая 
1), а распределение локальных чисел Нуссельта на внешней поверхности  –  
ярко выраженный максимум (рис. 6, б–ж; кривая 2). Для этих результатов 
значения локальных чисел Нуссельта на внутренней поверхности в области 
полюсов близки к своим максимальным значениям, а значения локальных 
чисел Нуссельта на внешней поверхности – к минимальным.  

Локальные числа Нуссельта изменяются соответственно на внутрен-
ней и на внешней поверхности расчетной области в интервале: 

– для результатов рис. 6, б: 

 1,78 1Nu£ £ 3,92; 1Nu = 3,19; 0,49 2Nu£ £ 4,11; 2Nu = 2,61; 
– для результатов рис. 6, ж: 

 1,39 1Nu£ £ 7,47; 1Nu = 4,73; 0,67 2Nu£ £ 12,57; 2Nu = 8,39. 

Выводы 
Предложена математическая модель, позволяющая моделировать не-

стационарный конвективный теплообмен и магнитную гидродинамику 
электропроводной жидкости (с учетом внутренних источников тепла, джо-
улевой диссипации, инерционных и подъемных сил) в шаровом слое. Из 
анализа полученных результатов можно сделать следующие выводы: 

•  для рассмотренных граничных условий и значений безразмерных 
критериев подобия в расчетной области имеет место двухъячеистое течение 
(т. е. две конвективные ячейки); 

•  с течением времени поля температуры, функции тока, напряжен-
ности вихря, радиальной и меридиональной составляющей магнитной ин-
дукции и локальных чисел Нуссельта претерпевают значительные как каче-
ственные, так и количественные изменения; 
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•  математическая модель и полученные результаты могут быть по-
лезными для исследования тепловых и гидродинамических процессов, про-
исходящих в недрах Земли и других планет, а также проследить и объяснить 
их тепловую и гидродинамическую эволюцию. 
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Simulation of Unsteady Heat Transfer Electroconductive 
Fluid in a Spherical Cavity 

S. V. Solovjov 

Abstract. In this paper the system of equations describing the convective heat electrocon-
ductive liquid with regard to the internal heat sources and Joule dissipation in a spherical 
cavity simulating liquid core of the Earth is considered. The evolution of the flow struc-
ture, temperature field, magnetic field, and the Nusselt numbers is investigated. 

Keywords: mathematical modeling, spherical cavity, convective heat transfer, electro-
conductive liquid, magnetic hydrodynamics, Joule dissipation. 
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